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对流扩散乃流体流动与传热传质的基本过程 作为提高其数值模拟可靠性的根本途径 ,
对流扩散方程的高精度数值方法愈受重视 。一 , 其中紧致差分 以其实
用 、省时和高整体精度等特性倍受青睐 一 , 团 四阶紧致格式 , 一维情况可推广至非定
常问题 , 但处理较繁 更为遗憾地是其格式未能充分反应对流的“ 迎风 ”效应 , 不适用于对流占
优问题囚 新近发展的摄动四阶紧致差分格式 可以确保对流的迎风性 , 相当程度上克服了
格式中的上述困扰 , 目前尚待推广于非定常问题 杨志峰等 发展了非定常对流扩散
方程四阶紧致差分格式 , 时间单步 、空间仅含相邻结点 即三点式 , 取得了较为满意的成果
未失一般性 , 在应用于非线性对流或含有源汇问题时 , 亦不能确保具原有较高精度 一切 杨
志峰等山一切曾以含源扩散方程和泊松方程为例 , 发展了对源汇项的离散化方法 , 从而保证了非
齐次方程差分格式亦可具有其齐次方程差分格式的精度山一周 鉴于此 , 本文进一步完成如下
工作 。
对流的综合变换
一维含源汇非定常对流扩散问题一般数学描述为
豁 一 , 骼一 令 “ 一 ,
,
其中价为待求量 , 、 分别为对流流速和源汇函数 , 这里为 、 , 的函数 , 刀是扩散系数
币 , 运动粘性系数 , 时 , 式 为非线性对流扩散 方程 , 通常视为流
体流动 一 方程 的模型方程
小 污染浓度 , 时 , 式 为线性的含源对流扩散方程 , 在具有污染源的大
气 、地表水和地下水环境及化工流动等领域中经常涉及
兹设
小 , 召 , , 沙 二 甲 ,
,
一 一 收稿 , 一 一 一 收修改稿
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代人方程 得
, , 粤 。李卜 , , 单 。粤、
、 多 万 名
、产、夕产巾通目、子‘、矛口户一 。, , 粤 粤粤 。典卜 ,一 劣 劣一
欲消除关于 的对流因子和反应项 , 须令
, 二 , 师沙 刀 一
,
二 师 助 娜甲 下 , , 甲 一 丁一 一 , 甲 戈下尸 ,了 劣
这样方程 简化为
、了、孟了、器一 器 ’‘一 ”
,
这里
, , 一 沙一 ,甲一‘
我们称式 为对流扩散方程 的等价扩散方程 , 即为等价扩散变量 。
由式 得
, ‘· , 一 暗号
·
」
代人式 匀 有
甲 ,
,一 合 器一晋号
’
,
我们称 沙 幻甲 为非定常对流扩散方程 的综合变换 , 其中 价 幻 为对流的“ 迎风 ”函数 、
, 为对流的“ 历经 ”函数 变换 价 劝甲 将对流扩散型方程 变换为等价扩散型方程
, 较难处理的对流项不再出现 , 其作用转嫁给变换函数 故而通过式 来间接获取对流
扩散量的高阶算式要比直接由式 建立对流扩散量的高阶算式方便和简易
四阶紧致差分格式
杨志峰等‘ · 发展了形如式 含源汇扩散方程四阶二层三点差分格式
, , 一 日、 一 , ,
十 十 占 ,
式中下标 表示差分点号 , 上标 , 表示上一时段 叮护 , 其中 二 、 为时 、空步长 为源
项差分系数 , 舀, 为高阶修正量叫 , 具体可描述为
, ,
。 。
·
, ‘ 。 、 , , 了 , ,舀 公 , 于毛‘ 】一 公 , 菩二 谷冬 、 、‘ 一 ‘ “ 一 产
在差分子域内 , 沙、甲 可定积分表示为
沙 约 一 冲
甲 刃
合号
· ,
叶只蓄一 黝呼
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这里 乙、 , 为差分子域内空间和时间局部坐标 , 亡‘ 〔一 , 、 , ‘ 一 ,
据式 、 和 , 以 夕 , , 币 乙, 刀 价一 , 心甲一‘ , 价 乙, , 沙 一 乙甲 一 , 及
式 代人式 一 , 可得对流扩散方程 的相应差分格式
中, ‘一 小 , , 币‘ 中 了币 中号 , ‘ ‘ , 一
其中
‘ , ,
‘一 一 一 价 人 ,
‘ 一 沙 一人 ,
,
孚 一 甲 ,
一 十 沙 甲 ,
沙 一 甲 , 一
, 矿 ,
‘ , ‘ 一 会“ ‘一 ,
·
, 器
‘ 一 告器
‘ 一 晋器
“ 一 · , 拾
’ 一 洽器
‘ ‘
显然 , 差分格式充分地体现了对流的“ 迎风 ”效应和“ 历经 ”效应 上游的贡献恒大于下游贡献 ,
随之 的增加 , 上游贡献 ‘ 、 兮 , ‘ 、 , 加大 , 下游的减小且
渐趋于零 , 此乃对流 “ 迎风 ”效应实质 同时 , 时间步长愈大 , 上时段贡献 酬 、 粼一 和 酬 , 亦
愈小 , 此所谓“ 历经 ”效应使然 故而 , 差分格式确保了差分解与微分解的定性相符 此外 ,
。时 , 中与 价 均为方程 的解 , 差分方程 亦反应这一特性 , 就要求差分系
数满足关系式
, 一 ‘ ‘ 至 。
为对离散所带来偏差有所纠正 , 我们以式 取代式 , 即系数 ‘确定为
, 一 价 人 价 一几 一 甲
甲 价 沙 一
差分方程 的等价微分方程为
鲤 十 。鲤 一 。夕吏 十 。 女、‘
一‘丫
了 己劣 劣‘ 人二石
可见差分格式具有 “ 息八 一 阶精“
,
一 。 “
, 精“ 四阶 。 ‘ , ·
格式的稳定性
采用 分析方法 , 对任一 及波型 分量 , 格式 , 的扰动误差放大系数
孕 一‘花几 ‘花几
‘一 ‘一 一‘乏‘ 一 ‘ ‘更汤
考虑到式 或 , 之模 《 恒成立 , 故格式具有无条件稳定性 。
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算 例
构造 器十 器一 令 一 ’一
· ‘, ,
, 其解析值
行基本数值验证 为 比较有据 , 同时选用现流行一阶迎风格式为参考
表 最大计算误差变化
价 砂一盆 以求对格式进
表 给出了不同网格最
甲
本文格式 参考格式 本文格式 参考格式 本文格式 参考格式
人 , 公 盖 二 , ‘ 误差缩小倍数
﹃自矛月臼廿甘八
⋯
二,‘,白八汽自。
。
。
。
﹃了月自﹄
⋯
,‘,妇,
护︸匕曰
⋯
︸”︺,工,‘,乙‘且通
。 一
一
。 一
。 又 一
。 一 峪
弓 只 一咭
。 只 ·‘
一
一 ,
。 一 ,
。 一 ,
。 一
丫 一
。 一月
。 ‘ 一
。 又 一
· 只 一 孟
一
。 一
。
, , 火 一
一
斗 丫 一
。 丫 , ‘
· 丫 一 ,
呼 只 一 ,
。 只 一‘
· 只 一‘
·
,
一‘
丫 一‘
· 一‘
司
· 又 一
。 只 一
火
火 一二
。 一二
呼 火 一
又 一
又 一 七
火 一
一
丫 一
火 一
。 一
时钧的︸甘八‘占山几吸二古﹄,
大计算误差 币 , 一 价 随时间的变化 , 显然本文格式绝对优越 , 相同条件下两种格
式误差相差 或 倍左右 表 亦列出了对格式精度数值检验的结果 据差分理论 , 对
空间四阶 时间二阶 格式 , 空间网格缩小一倍 时间网格四倍 , 其误差应减小 ‘ , 倍
而本文格式的减小了 倍左右 见表 , 充分反映了四阶格式精度特性 参考格式仅一阶精
度 , 故相同条件下其误差仅缩小 倍 另从表 中亦可看出 , 本文格式粗网格的结果亦明显优
于参考格式细网格下的值 , 故而本文格式实现 了较粗网格下获得较高精度数值解 。
,,,,
‘护‘﹄
致谢 承蒙北京大学吴江航教授支持和指导 , 对此不胜感激 。
参 考 文 献
, , 才 才 心 一 , ,
肛 , , , , , 才 , , 一
, , 二 , 脚 五 。讨 , ,
五, , 汤夕, , , 一
址 ,
·
, , ,
,
哪 入 ,
·
, , 一
陈国谦 、 杨志峰 , 中国博士后论文集 , 北京大学出版社 , 北京 , , 一 抖
陈国谦 、杨志峰 、高智 , 计算物理 , 一, 吕 呼 一 一
杨志峰 、周雪漪 、许协庆 , 水动力学研究与进展 , , , 一 ”
杨志峰 、陈国谦 、罗朝俊 , 中国博士后论文集 , 北京大学出版社 , 北京 , , ” , 一 。,
杨志峰 、周同明 , 北京师范大学学报 自然科学版 , , 一
杨志峰 、陈国谦 , 北京师范大学学报 自然科学版 , , 幻‘ , 一
杨志峰 、许协庆 , 水动力学研究与进展 , , 蛇 , 一
陈国谦 、高智 , 力学学报 , , , , 峪 斗 一峪 ,
‘于护
